Dimostrazione e metodo del 1° Test/Crivello di primalita
di VincS

Siamo nel dominio dei numeri naturali escluso lo 0. Possiamo dire che il nostro test
e simile a quello di Wilson ma & anche assimilabile ad un crivello quale quello di
Eratostene.

Come riportano le piu recenti definizioni: “/n matematica, un numero primo (in
breve anche primo) € un numero naturale maggiore di 1 che sia divisibile
solamente per 1 e per sé stesso.” (da Wikipedia)

Sia x il numero di cui vogliamo testare la primalita. Siano p; solo numeri primi.
Definiamo Pr come la produttoria di tutti i primi inferiori ad x ovvero il primoriale
(simbolo #) di (x-1) ...

k
Pk=1_[pi=(x_1)# [1]
i=1
... tale per cui ...
Pr <X = Di+1 [2]

In pratica il test consiste nello scoprire se x € pari a px+7 ovvero se x € o NON e il
prossimo numero primo. Tutto questo senza, in pratica, conoscere il valore di pi+1.

Esempio: utilizzando il nostro test/crivello, ed avendo gia dedotto che 2,3,5 e 7 sono
tutti numeri primi, con la produttoria ... P3 =2-3 -5 ... possiamo dimostrare che
6 € un numero composto e che 7 ¢ il numero primo successivo a 5. Per conoscere i
prossimi numeri composti e trovare il prossimo numero primo dobbiamo ricorrere
(come in un crivello) alla produttoria.. P, =2-3-5-7.

Sia q il resto di Pk diviso x ovvero ...
P, = q (mod x) [3]
... € possiamo anche scrivere, utilizzando |'operatore modulo, ...

q = P, mod x [4]



Possiamo catalogare il resto g in tre semplici tipologie che ci aiuteranno a
determinare se possiamo affermare da subito che x € composto oppure che € un
numero primo o se altrimenti € necessario indagare piu a fondo:

B. g#0 e g#1

B. Se q#0 e q # 1, possiamo fare l'ipotesi iniziale che x sia composto e poi,
se non lo e per esclusione, arrivare alla conclusione dimostrata che x € primo!

Vediamo come.
Nota: scartiamo, da questa tipologia di resto, anche g=1 per
comodita di dimostrazione in quanto arriveremo a dimostrare, per
esclusione dai casi precedenti, che, se g=1, allora x deve essere
necessariamente un numero primo.

Per verificare se x & un numero composto (in modo ovviamente diverso da
quello descritto in A. che escludiamo essendo appunto q # 0) e sufficiente
reiterare la seguente (definiamo j indice delle iterazioni e w il numero di
iterazioni massime previste per concludere che x € un numero primo),
ponendo inizialmente §-=q, ...

tiy1 = [q- tj] mod x [5]



... fino a quando accade una delle seguenti quattro evenienze:

4. >w

Nota: per velocizzare la ricerca della prova di primalita forse
vedremo che si puo anche reiterare (sostituendo la [5]), ponendo
sempre inizialmente £_,=q ...

tiy1 = [t]-- tj] mod x [6]
... @ mantenendo le stesse considerazioni finali. Non tratteremo
questa formula in questo testo se non per qualche accenno.
Quindi, quando si parlera di &, , si parlera sempre di quello
definito nella [5].
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D1 DePa " Pr Pk =G (e Pa” = 0f%) + Gr (Dc " Pa” = Df7) [13]

Rp =Gp * (Pc"Pa" ™ Pr%) [14]
Rp  Gp - (Bc"Pa” " Pf%)
L= — [15]
R Gr - (pg e ppZ1)

Rp =Rg* D¢ Pa ™ Dy [16]

q* = (* p*tpa™™)  (PerPa”  Pf) [17]
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ti.1 =q°modx =0 [19]
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Riassumendo, possiamo dire di aver trattato tutti i casi in cui x puo essere
un numero composto. Abbiamo anche dimostrato i metodi con cui siamo
venuti a conoscenza certa di cio.
Partendo dal calcolo del resto g nella [4]:
e con la A. abbiamo dimostrato subito, con g=0, che x € un numero
composto dal prodotto di alcuni dei primi che compongono anche
P, tutti con esponente pari ad 1;
e con la B.1. siamo partitida g#0e 1 e, reiterando la [5], fino ad
ottenere &,,=0, abbiamo dimostrato che X & un numero composto



dal prodotto di alcuni dei primi che compongono anche P, di cui
alcuni o tutti con esponente maggiore di 1.
Avendo usato questo ordine, da qui in poi, possiamo dimostrare per
esclusione i casi in cui x € sicuramente un numero primo.

2. U1 é pari ad uno dei t; precedenti e quindi blocchiamo l'iterazione infinita
perché abbiamo riconosciuto in anticipo un dominio di integrita come

spiegheremo piu avanti nella B.4.; ed in tal caso x € un numero primo!

4. j>w ovvero vengono effettuate un numero di iterazioni superiori a quelle
prevedibili senza giungere a nessuno dei precedenti casi:
quindi X @ un numero primo!

Dimostrazione:

la dimostrazione che x @ un numero primo se le iterazioni durano
all'infinito non & necessaria in quanto basta prendere un qualsiasi testo
di algebra (citiamo Wikipedia).

Da ... http://it.wikipedia.org/wiki/Aritmetica_modulare ...

“(gruppi ciclici finiti, anelli n.d.r.) Diversamente da quanto accade per i
numeri _interi, il prodotto di due elementi non nulli puo essere nullo.
Questo non succede perd quando n € un numero primo: in questo caso
infatti le classi formano un dominio d'integrita (e anche un campo).”

Da ... http://it.wikipedia.org/wiki/Dominio d’integrita ...



http://it.wikipedia.org/wiki/Aritmetica_modulare
http://it.wikipedia.org/wiki/Numeri_interi
http://it.wikipedia.org/wiki/Numero_primo
http://it.wikipedia.org/wiki/Dominio_d%27integrit%C3%A0
http://it.wikipedia.org/wiki/Campo_(matematica)
http://it.wikipedia.org/wiki/Dominio_d'integrità

“In algebra, un dominio d'integrita € un anello commutativo con unita

tale che 0 # 1 in cui il prodotto di due qualsiasi elementi non-nulli &€ un
elemento non nullo. | domini di integrita sono estensioni degli interi e
forniscono un insieme naturale per lo studio della divisibilita.”

Sono sufficienti queste considerazioni per affermare che, se x € un
numero primo, il ciclo di reiterazione nella [5] o nella [6] continua
all’infinito senza mai giungere a ¢+:=0. Ma quante iterazioni dobbiamo
eseguire prima di poter dire con certezza che siamo caduti in un
dominio di integrita? Affermiamo che &€ comunque possibile calcolare il
numero massimo di iterazioni da effettuare (diverso nella [5] dalla [6])
ed é quindi possibile ad un certo punto troncare il ciclo affermando che
X e primo. Infatti I'ipotesi peggiore che possiamo fare € che x sia
composto unicamente da una elevazione a potenza (z) del 2 (3 se
scartiamo il test di x pari) e quindi il numero massimo di iterazioni che

ci aspettiamo € log, x (logs x se scartiamo il test di x pari). Questo nel
caso usiamo la [5] ma addirittura meno nel caso della [6]!

Concludendo, il 1° Test di primalita di VincS dimostra che & possibile costruire un
crivello di numeri primi consequenziali conoscendo solo che il piu piccolo numero
primo e 2.
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http://it.wikipedia.org/wiki/Anello_commutativo
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